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RESUMEN

Se presenta una revisién de los resultados mds relevantes, para el autor, que han sido motivados por un re-
sultado obtenido por el famoso matemdtico H. Poincaré en 1885. Se presentan trabajos posteriores a 1997.
Esta publicacién fue hecha de tal manera que pueda ser entendida por personas que tengan nociones bdsicas
de célculo. Los preliminares proporcionan los elementos para que el lector pueda entender los resultados sin
grandes dificultades.
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ABSTRACT

A review of the most relevant results, according to the author, is, hereby, presented. These results have been
motivated by the work done by the famous mathematician H. Poincaré in 1885. Works after 1997 are
presented. This paper was done in such a way that it can be understood by readers who have only basic no-
tions of Calculus. The preliminaries provide elements to the reader to understand the results without great

difficulties.
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INTRODUCCION el objetivo presentar ni desarrollar un resul-
tado original.
El lector familiarizado con cilculo en

variable compleja, en lo que se refiere a su-

La idea central de esta publicacién es intro-
ducir al lector, que haya cursado asignatu-

ras de célculo diferencial e integral, en las
ecuaciones en diferencia. En términos sim-
ples, una ecuacién en diferencia es aquella
donde la incdgnita es una sucesién. No es

cesiones, limite de sucesiones, continuidad,
derivacioén, series, series de potencias, deri-
vacion de series de potencias y Teorema del
punto fijo de Banach no deberfa tener pro-
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blemas para entender los temas que serdn
tratados aqui. Mds atin si el lector domina
estos temas, s6lo en variable real y tiene co-
nocimiento bdsico de niimeros complejos,
podria extender lo que ya sabe a variable
compleja y en vez de intervalos considerar
discos en el plano complejo.

El concepto de punto de adherencia,
que serd definido en los preliminares, no es
muy usado en los textos de cdlculo para in-
genierfa y es probable que en algunos casos
sea necesario verlo con mds detenimiento
para familiarizarse con él. Podria ser necesa-
rio un poco de dlgebra lineal para entender
qué significa independencia lineal, mencio-
nada en uno de los teoremas al final.

La introduccién de la transformada Z
permite presentar algunos ejemplos dados
para mostrar cémo algunas férmulas, que
en los primeros cursos han de comprobarse
por el Principio de Induccién Matemdtica,
pueden ser deducidas directamente.

Un texto recomendado para quien quie-
ra familiarizarse con el cdlculo en variable
compleja y la nocién topoldgica de punto
de adherencia, es Conway (1978). Para fa-
miliarizarse con los temas bdsicos de ecua-
ciones en diferencia, se recomienda Elaydi
(2005).

Este articulo est4 dividido en dos seccio-
nes adicionales a la introduccién: Prelimi-
nares, donde se verdn algunos calculos tipi-
cos que pueden hacerse con las ecuaciones
en diferencia, pero presentados de manera
deductiva. También estd la seccién de re-
sultados a destacar, donde se comienza con
una observacién natural de las ecuaciones
en diferencias que se relaciona con un re-
sultado que se remonta al ano 1885 y su
impacto matemdtico hasta la actualidad.

PRELIMINARES

Esta seccién tiene como objetivo, presen-
tar algunos preliminares bdsicos de manera

10

simple, pero sin perder la formalidad que
las definiciones necesitan. Algunas de las
definiciones dadas no estin descritas como
fueron dadas originalmente, sino que reem-
plazadas por equivalencias mds simples.

Se denotard por (x,):7 a la sucesién
compleja, que puede entenderse como una
funcién que asigna a cada entero no negati-
vo n, un nimero complejo x,. Se dird que
la sucesién compleja (x,),%, converge a
un niimero complejo x, si dado un niime-
ro positivo €, tan pequefo como se quiera,

existe un entero no negativo /N, tan gran-

de como sea necesario tal que X, — Xm| <¢,
para todo entero positivo n= N,. La con-
vergencia de la sucesién compleja n= N.,.

a x, se denotard por x, X

n—s+0 o0

Un ntimero complejo p se llamard pun-
to de adherencia de un conjunto de nu-
meros complejos A si existe una sucesiéon
(p)r5, tal que p, €A para todo entero

————p. Se deno-

n—+0©

no negativo n y p,
tard por A el conjunto de todos los puntos

de adherencia de A.

Sea f una funcién cuyo dominio
D y recorrido son conjuntos de nd-
meros complejos. Sea g, € D. Se de-
notard  f(q)——=—L cuando dado
un numero positivo €, tan pequeno
como se quiera, exista un nimero po-
sitivo §,tan pequefio como sea nece-

sario, tal que |f(g)-L|separa todo
g € D tal que |q—qw|sé.Si q. €Dy
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f(Q)—>qu f(q.,), se dird que f es
continua en ¢, . S6lo se dird que f es
continua, cuando sea continua en todo

elemento de su dominio.

Notese quesi f escontinuay (g,).7, tal
que g, €D para todo entero no negativo

n y existe g, €D tal que g,

B
1a.). Si (g,),%
hubiese estado definida recursivamente co-
mo ¢, = f(q,), entonces g, =f(q.).
En este caso se dice que g, es un punto fijo

para f .

La idea de punto fijo permite calcular al-

entonces f (CI,,)

n—+0

gunas relaciones recurrentes. Por ejemplo,

. . 1
la fraccién continua ————  que pue-
I+ i
1+ —
I+ .
de  escribirse  recursivamente  como
1
X =
n+l .
1+x,
Si se parte de la base que (x,).7

converge a un namero real X, entonces

x2+x,-1=0. En tal caso, los posibles

—li\/g
—

Dado que los valores de x, no pueden

valores para x, serfan  x_

ser negativos, el tnico resultado posible es

1 5-1
I 2

I
1+,

Queda para el lec-

1+

1+

tor probar la convergencia de la sucesién.

11

Se dird que un conjunto F' de ntimeros
complejos es cerrado si dada una sucesién
(z,);2, tal que z, € F para todo entero no
negativo 7 y existe un nimero complejo

Tooae  Ze» SC UICDE

Z, de modo que z,
que z, € F.

A partir del Teorema del Punto Fijo de
Banach, pueden hacerse las siguientes afir-
maciones. Sea F' un conjunto cerrado de
nimeros complejos y sea f una funcién
con dominio y recorrido igualesa F . Supo-

ner que f escontractiva, es decir, que existe

0 €10.1] tal que |f(x)=f(y)]=0lx-yl,
para todo x,yEF. Entonces, la suce-
sién (x,);7, definida recursivamente por
x,, =f(x,), con x, arbitrario, conver-
ge a un valor x, €F independiente de
cudnto valga x, y x, = f(x,).Ademis, si
x, € F es otro punto fijo para f, es decir,
x, = f(x,) entonces X, =X,.

También, la rapidez de convergencia
es exponencial. Este hecho, se ve en la de-
mostracién del Teorema del Punto Fijo
de Banach cuando se hace la estimacién

n

<—8|x1—x0| para todo entero

n

|xm—x

no negativo 7.
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Un ejemplo es considerar la fun-
cion Jf:[0:1]=[0.1] , definida por
f(x)= %(1 +x) . Puede probarse que esta
funcién es contractivay f(1)=1. Si (x5
es una sucesién con términos Xo y X1 defi-
nidos arbitrariamente y X»s1 = f(¥,) para

1
n=2 donde X, :E,

Entonces, x, corresponde a la longitud
de la apotema de un poligono de 2" lados,
inscrito en una circunferencia de radio 1.
En este caso, por el Teorema del Punto Fijo
de Banach y por razones geométricas, no es

————1. Por otro lado,

n—+4w

dificil ver que x,
la longitud del lado del poligono mencio-
nado viene dada por 2,/1-x’ y por tan-
to el perimetro del poligono viene dado
por P =2""\J1-x>. Geométricamente,
puede observarse que P,————27 es el
perimetro de la circunferencia de radio 1.
Por lo tanto la sucesién (x,,2"+1 N xf et

converge “bastante rdpido” al nimero 7 .

Dada una sucesién de nimeros com-

12

plejos de sumas parciales de nimeros

+00

24

+00 ,
complejos  (4,),5 se denotard por /
pm

al nimero real al cual converge la sucesién
N +ee

24

n=0

+00

en caso de existir. Ea" se lla-

N=0 n=0

mard serie de los ¢x. Si la sucesién converge

+00

se dird que la serie Ean converge, en caso
n=0

contrario se dird que la serie diverge. Puede

1

1-a

ser probado que Ea"

n=0

si 4 es un

namero complejo tal que |a| <1. Se supon-

+00

n
drd también que si la serie S(u)= Eanu
n=0

converge para los ndmeros complejos ¥

tales que |“| <R para R adecuadamente

pequefio y S(u+Au)-S(u) ﬁ’
., Au A0 du
entonces 95 _ E na u™" y puede probar-
du n=0 !

se que tal serie es convergente para todo ni-

mero complejo ¥ tal que |“| <R,

Dada la sucesién compleja (a,).,

se define la Transformada Z de (x,).,

x ’
Zn_ para todo? ndme-
n

<

por Z[x,1= Y,
n=0
ro complejo de médulo mayor que un

nimero real positivo R suficientemen-

te grande de modo que Z[¥,] converja.
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Notese que Z[x,] es una funcién inyec-

tiva. Nétese que dado un ndmero com-

1

plejo 4, Z[an]=1 Haciendo
_ai
z

el cambio de variable u=— se tiene que
z

dr n
- _En(r)anun r_ZrZ[n(r)an]’
du ~
r-1
" _ .
donde n = H(" - Por  otro
=0
lado, puede demostrarse que
d aa o dl 1 rla’ g
rZ[a ]= r( )= r+l = - r+l
du du"\1-au) (-au) (z-a)
") n zrla” .,
Z[n"a"]= —. También
(z-a)
Jj-l-1
Z[xw] Z —Z[xn] Ez X,.
1=0
Esto resulta ser dtil para resol-
ver ecuaciones en diferencias  li-
neales homogéneas de orden k:
QX+ A X+ X, +agx, =0.

Al aplicar transformada Z a esta ecua-

0(2),

) ) 1

cion, se obtiene  P(2)—Z[x,]=
Z

donde P(z)=a,z"+-+az+a, es el

polinomio caracteristico de la ecuacién

en diferencias lineal homogénea planteada

y 0(2) es un polinomio de grado menor

13

que k y que depende de los valores inicia-
les XgsXy5eeesXpy-

1

Entonces, ;

9(2)
P(z)

rema Fundamental del Algebra, todo poli-

Z[x,]= - Por el Teo-
nomio en el conjunto de los nimeros com-
plejos, puede escribirse como el producto
de potencias de polinomios de grado 1, en
particular, P(z2)=a,(z—A)"---(z-A,)",
son las distintas raices de

donde A,,..

P(z) y Miseees

WA

m

", son las respectivas mul-

tiplicidades de tales raices.

0(2)

Descomponiendo P(z) en
fracciones parciales, se obtiene
_Z[ - ;2(1 1)W'ff’() don-

d-DIA .
de (2)=—L =—7[n"PA"].
Luego, la  solucién  general de
X, + A X+ A, + 00X, =0

m. N,
R -1
puede escribirse como x, = EE n' AL

j=l 1=l

O!ﬂ

donde f; = m

Un ejemplo al que se puede aplicar
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la reciente férmula es la sucesién de Fi-
bonacci. Esta sucesién viene dada por
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...) y se puede es-

cribir como la ecuacién en diferencias

X

n+2

=X, *+X, para n=2 con x, =0y

x, =1. La ecuacién caracteristica de esta

., . . 2

ecuacién en diferencias es z~ =z+1,
, 1£4/5

cuyas raices son z= 5 Luego,

existen constantes 4 y B tales que

1+45) . (-1+45)
x, =A +V5 +B +V5 . Usando
2 2
1
x, =0y x, =1scobtiene A=_B=f .De
[y 11+ f 1+/5 ’
aqui, x, :
S TTE T2 2
Se define la  convolucién en-
tre dos sucesiones (x )%y (y,)7
como X, ¥y = Exn_sys . Entonces
s=0

Zlx,*y,1=Z[x,1Z[y,]. Esto resulta ser
util para resolver ecuaciones en diferen-

cias lineales no homogéneas de orden k:

ak‘xn+k + ak—l‘xn+k—l +oot alxn+l + ann = hn .

Si P(D)=a.7 ++az+a. =a.(z-A)" (2= A",

e

donde 4>

son las distintas raices

14

de P(Z) y I’ll,...,

n, son las respectivas

multiplicidades de tales raices, entonces
p

Zlx,]= iz B,ZIn" A +§nzmyﬂZ[n("”)Lj” 1Z[h,]

=l 1=l =l 1=l

m. N, (l 1)'&11
dond .
onde P(Z) gH Vi
Luego,
X, = ii[)’ﬂn“ ”)L" +22yﬂz(n 5)" ”)L” ‘h,.

j=1I=1 J=1 I=1 5=0

Un ejemplo donde se puede aplicar esta
formula es en la deduccién de una expre-
sién que permita sumar 1> +2% +..-+p°
sin tener que hacer una larga suma en caso

que " sea un valor grande. Considerar la

. . . _ 2
ecuacién en diferencias X, =X, tn",

n+l

con x, =0. Entonces, para n=1 se tiene

x, =1 +27++(n-1)

. Por otro lado,

Zlx,,1=Z[x, 1+ Z[n]+Z[n(n-1)] . En-

tonces, (z- 1)Z[X,,] =Z[n]+Z[n(n-1)].

Z[n] . Zn(n-1)]

D i, Zx,]= ,

e aqui [x ] 1 - es
decir, Z[x,]= + 2z +.  Por tan-
(z- 1) (z-1)
to, x, =%n(n—1)+§n(n—1)(n—2) > €s
decir, X, =én(n—1)(2n—1) . Asi,
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P+2%+-+n° =én(n+1)(2n+1).

Un ejemplo tipico es la férmula que per-
mite calcular el interés compuesto cuando
se ha pedido un préstamo de M unidades
monetarias con una tasa de interés ! a ser

pagado en N meses. Si D, representa la

n
cantidad adeudada en el 7 -ésimo mes
entonces Dy =My D, =0.Si C es el
monto fijo que se ha de pagar mensual-
mente por el préstamo, se obtiene la ecua-

cion en diferencias D, , =(1+i)D, -C.

Aplicando transformada Z se obtiene

(z=1+)Z[D,]=zM -CZ[1]. De aqui

¢ (Z[(1+i)"]—Z[1]) .

i

C

i

<
z—(1+1i)

< <

ZID,1=M ——
z—=(+i) z-1

es decir

ZID,1=MZ[(1+i)"]

Luego, D, = (M —g)(l +0)" +£. Como
i i
Mi
Dy =0, c= —l_N Con sélo ver la
1-(1+7)

ecuacién D =(1+i)D,-p, puede no-

tarse como se va aumentando una deuda

15

cuando los pagos P» son menores que la
cuota que se ha de pagar para extinguir la
deuda en N meses, atin si no se cobraran
intereses por mora. Se deja al lector ver este

ejercicio.

RESULTADOS A DESTACAR

Nétese que si  (x,).5, es una so-

lucién de la ecuacién en diferen-

k:

cia lineal homogénea de orden

QX F QX g Hotax,, +agx, =0

tal que x,=0 para n suficientemen-

xn+1 > A
n—+w
xn

te grande entonces

b

donde z=A es raiz del polinomio

k
P(z)=a,z" +---+a;z+a,, Claramente,
por cada rafz z=A" del polinomio £(2)
hay una solucién *» de la ecuacién en dife-

. x
rencias tal que —#L—7>——> 2",
X

n

Considerar la ecuacién diferencial li-
neal homogénea pero con una perturba-
cién (ak +b, (n))yn+k + (ak—l +b, (n))yn+k—1 +

_|.....|.(al +b1(n))yn+1 +(a0 +b0(n))yn = 0,
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donde bj(n)ﬁo para j=0,...,k . Si
a +vaz+a =a(z-2)" - (z=A)",
con n,=n,=--=n,=1, entonces

m=k. Poincaré (1885) probé que si
no=ny==n, =1y [A|=|A] si =1,
entonces una solucién (y, )7 de la ecua-
cién en diferencias recientemente conside-

rada y, =0 para n suficientemente gran-

Fnt
Yn

Pituk (2002) observa que Poincaré deja sin

—A .
n—>+o Jo

de o existe A, tal que
Jo

responder la pregunta: dada una )LJ.O raiz

. . .« 400
cualquiera, jexiste una solucién (y,)'7,
de la ecuacién en diferencias considera-

da tal que 2. =t ————>4. 2 El mismo

n—>+00
Yn

Pituk responde de manera afirmativa a
esa pregunta citando un resultado dado
por O. Perron en 1909. Mids precisamen-
te, se establece que si a;+b;(n)=0 para
j=0,...,k entonces la ecuacién consi-
derada tiene k soluciones linealmente in-

dependientes Y, ,5V3,5-+-5 Vs, tales que

yj n+l
yj,n

— para]-1 k.

n—+w

16

Notese que las férmulas asintdticas obte-

yn+1

Y
asintotica para (y, )'"

nidas para no proveen una férmula

. De aqui en adelan-
te, se mostrardn resultados que satisfacen

esta necesidad.

Coffman (1964) obtiene uno de estos

pidien-

resultados asintéticos para (y )™

WA

m

do la condicién que las raices A,4,,
sean no nulas y tengan médulos distintos

40
y que E|bf(")| sea convergente para que,
n=0

dado j, € {1,2,...,

k} la ecuacién en re-

currencias tenga una solucién Va tal que

I

n
Jo

_él

n—+0

Pituk (1997) muestra que si se pide que

|4, < |2 para j=1, S |b,(n+1)=b,(n)|
n=0

y +E|bj(n)|2 convergen, entonces para

n=0

n=n, con "o suficientemente gran-
de, existe una solucién V. de la ecua-

cién considerada que satisface la férmu-

la asintdtica n_y—n:’)Eﬁw—ﬂ , donde
n-1 A‘l
E-I1" 75 (/1)27L Vb, y
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k-1 k=2
P'(z)=ka,z" +(k-1)a, 2"+ +aq,
Claramente, la férmula asintética impli-
ca la relacién encontrada por Poincaré
Y -
l—— A, con restricciones mayo-
Yu
res sobre la ecuacién en diferencias pero

con mayor informacién sobre la “rapidez”

de convergencia.

Castillo y Pinto (1997) logran, como
caso particular de algo mds general, la
misma férmula asintética pidiendo las
condiciones menos restrictivas ‘)Lj‘¢|}\,1|
para j=1 y evitando la convergencia de

+00

E‘bj (n+1)- b].(n)‘ . Cabe destacar que
n=0

este resultado fue planteado en un contexto
mucho mds general: ecuaciones matriciales
donde la ecuacién lineal no perturbada tie-

ne una matriz diagonal con valores propios

variables.

Castillo y Pinto (2002) obtienen un
resultado asintético para el caso en que

—0

n—+w

‘)Lj‘¢|ﬁ.l| para  j=1, b,(n)

17

+00
y E‘bj(”"'l)‘bj(”)‘ converge. Ta-
n=0
les hipétesis implican que para n=n,
con "o suficientemente grande, exis-
.7 400
te una solucién )5 de la ecua-

cién considerada que satisface la férmu-

Yu 5
la asintética Q. I, donde
n
n-1 400
£ .
Q, = (HIIJ y (&, )n=0 es una sucesion
=0 1

talque Wa = A +£&, esunarafzdel polinomio

0,(w) =(a, +b,(m)w" +(a,_, +b_ (m)w""

+-+(a, + b, (n)w+(a, +by(n)) ral  que

Castillo (2003) y Castillo y Pinto
(2010) obtuvieron resultados asintdticos,
unificando las ecuaciones en diferencia y las
ecuaciones diferenciales en un solo tipo de
ecuaciones llamadas Ecuaciones Dindmicas

[{9) »
en “time scale”.

De Castillo y Pinto (2010) se cita el si-

guiente resultado.

TEOREMA. Considerar la ecuacién en di-

ferencias
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yn+l _yn =bnyn—k

+00

donde (bn)n=0 es una sucesiéon de niimeros

reales que satisface

sup 2 b(e)|<1

nan, E-n-k
para "o suficientemente grande. Entonces
cada solucién (y,):-, dela ecuacién en di-
ferencias planteada tiene la férmula asint4-

tica

—Z z — . >cte.
-
“n

donde

&=n,

z 1 = 1
A.(n)=b - - - -
o "(le,.(@) le,._](z;))

E=n-k E=n-k

=, (1+(§bl)+§Aj(C))

I=j-k

M(n) — bn , para todo
! gl;lk 1 + Mj-] (C)

nzjk, u;(n)=0 st n<jky

ty=0. Puede elegirse (V, il tal que

Y
_
n—+0 1

[1]

n

Este resultado es uno de los tltimos. Esta

incluido el caso en que b;(n)—=5—0

n—+w

como en el teorema original de Poincaré.

Este resultado estd presentado de mane-
ra compacta por lo “abultado” de las fér-
mulas.
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